PRACTICA DE LABORATORIO I -
PROBABILIDADES Y ESTADISTICAS

OBJETIVOS

e Aprender los conceptos basicos de probabilidades y estadistica.

e Aprender a graficar histogramas a partir de una tabla de datos.

e Saber manejar curvas de Gauss a partir de un histograma y extraer la informacion.
TEORIA

El estudiante deberé leer cuidadosamente esta introduccion tedrica para poder realizar
en el tiempo limitado las actividades que se programaron como trabajo de laboratorio.

PROBABILIDADES Y ESTADISTICAS

Conceptos basicos de Probabilidad

El concepto de probabilidad esta tan presente en la ciencia que es necesario introducirlo
tempranamente. Ya que todos entendemos intuitivamente su significado usaremos esa
forma para definirlo. Si tenemos una bolsa negra con 10 metras Azules y 10 Rojas y
sacamos 1 metra sin ver, la probabilidad de sacar una Azul o una Roja es igual. Mientras
mas intentos haga, (reponiendo las metras en la bolsa después de cada intento) mas me
acercaré a que los numeros de metras rojas y metras azules que saqué en mis multiples
intentos sean iguales.

La primera vez que jugamos a la loteria, la probabilidad de ganar es muy pequefia y
dependera del niumero de billetes que participan. Mientras mas veces juegue mayor sera
la probabilidad que gane algun premio. Ilgualmente, si lanzamos un dado muchas veces la
probabilidad de que salga el nimero 4 sera el cociente de los niumeros de eventos
favorables (cuando sale el 4) entre el nimero de eventos totales (nUmero total de
lanzamientos) cuando éste tiende a infinito. Si queremos calcular la probabilidad de que el
namero 7 salga en un dado cuyas caras estdn numeradas del 1 al 6, por mas
lanzamientos que realicemos nunca saldra el 7 o cualquier nimero mayor que 6. En este

caso la probabilidad de que salga el 7 se escribe P(7):0. Contrariamente si lo que
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gueremos es evaluar la probabilidad con la que aparecera algan namero del 1 al 6, como
descartaremos que el dado caiga de canto y que no esté “balanceado”, entonces todos
los lanzamientos seran eventos favorables y al dividir por el nimero de lanzamientos el
resultado sera igual a 1. Ya hemos encontrado un resultado importante cémo es que la
probabilidad que hemos definido varia de 0 (cuando el evento no se puede producir) a 1,
cuando el evento favorable se produce ciertamente en cada intento.

Una cantidad que puede tener diferentes valores numéricos como resultado de una
observacion o experimento se define como variable al azar.

Si n resultados favorables se obtienen después de N ensayos, la probabilidad del evento
en cuestion, cuando N tiende a ser muy grande, es

0<P(E)=n/N<1 (1.

Experimentalmente, la frecuencia de éxito ira acercandose a n/N cuando vaya

aumentando el niumero de intentos. La probabilidad es una cantidad que no puede ser ni
negativa ni mayor que 1 si estd normalizada.

Volviendo al ejemplo del dado de 6 caras numeradas del 1 al 6, la probabilidad de:
sacar 1 es 1/6, ya que hay 6 resultados posibles
sacar 2 es 1/6
sacar 3es 1/6
sacar 4 es 1/6
sacar 5 es 1/6
sacar 6 es 1/6,
la suma de sacar cualquier nimero es
1/6 + 1/6 +1/6 +1/6 +1/6+ 1/6 = 1.

La probabilidad de obtener un evento favorable es igual para cualquiera de las caras.

Si ahora quisiéramos calcular la probabilidad de que en un lanzamiento con 2 dados
salgan 2 numeros iguales, como son eventos absolutamente independientes, la cara que
sali6 en el primer dado no influye sobre la que va a salir en el segundo dado, esa
probabilidad para la ocurrencia de 2 eventos independientes simultdneos es el producto
de las probabilidades de que ocurra cada uno:

P(nn) =P(n).P(n) (2)
Es decir en el caso del dado de 6 caras 1/6*1/6 = 1/36 es la probabilidad de que salgan
dos numeros iguales.. Esta es la regla de la cadena para probabilidades compuestas de
eventos independientes:

P(ABCD....) = P(A).P(B).P(C).P(D).... A3)

Igualmente, si sacamos una metra de la bolsa (que siempre contiene 10 rojas y 10 azules)
la probabilidad de obtener una metra roja es Y2 y hacia ese niamero iremos tendiendo
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lentamente al lanzar un nimero grande de veces.
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Figura 1.- Probabilidad de conseguir eventos favorables (metra roja) en funcion del nimero
de intentos.

En esta curva se puede observar como para un niamero bajo de intentos la probabilidad
oscila fuertemente y la metra roja aparece mas frecuentemente que una azul. Sélo al
alcanzar N > 600 la probabilidad de sacar una metra roja oscila suavemente alrededor de
%. Cuando tenemos eventos que son igualmente probables esto nos indica que no hay
preferencia alguna por ninguno de ellos, como es el caso del dado o de las metras, cuando
el nimero de intentos es muy grande.

Definiciones

Vamos a RECORDAR algunos términos que ya fueron usados por Uds en las
sesiones de errores

e Valor medio o promedio aritmético

Sea x; una medida de una serie de N medidas idénticas e independientes entre si. La
media <x> de la cantidad x se define como el nimero

(x) ==X % 4)
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e Desviacién estandar, desviacion cuadratica media o varianza

La desviacion estandar o simplemente la varianza de una serie de medidas esta definida
como:

(5)

oes una medida de la dispersion de cada medida alrededor del promedio o ancho de la
distribucion que se obtiene al hacer una serie de N medidas idénticas, independientes
entre si y de igual peso estadistico.

Nota:
En el Software Excel que es el que usamos en este laboratorio deben de tener cuidado de
usar la definicion STDEVP gque es idéntica a nuestra definicion. Existen otras definiciones

gue en lugar de N en el denominador aparece (N —1). Para N grandes es obvio que estas

dos definiciones son equivalentes. Para calcular o en el caso de un histograma no pueden
usar esta funcion de EXCEL, deberan calcularla como se indica mas adelante.

e Desviacion estandar de la media

Si queremos ahora calcular la desviacion estandar de la media entonces usaremos

N ERRM R
Ax= N-1 N(N -1) (©)
(0]
sz% @)

en donde Ax es el error que debe asociarse con el promedio calculado después de hacer
muchas medidas.

Histogramas

Si medimos la altura, A, de los estudiantes de primer afio de la USB y queremos tabular y
graficar el resultado de las N= 500 medidas que hicimos, procederemos de la manera
siguiente: En una tabla se reportan todos los resultados obtenidos siendo el error absoluto
+ 1cm. Supongamos que cada altura A; ocurrio n; veces entonces

k
N=>n=n+n,+n,+--+n, (8)
i=l

La frecuencia con la que una altura en particular, A, aparece en la lista se puede
normalizar de la forma siguiente
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n
fN(A‘i):W (9)
Zk:fN(A):N/Nzl

Es decir que si 144 cm aparecio 25 veces podemos decir que 144 cm tiene una frecuencia
fs00(144) = 25/500=0,05. Ahora vamos a tener un listado de frecuencias normalizadas
cuya sumatoria es 1 y no 500. Esta lista de frecuencias representan_la distribucién de
nuestras medidas de altura.

En la practica se usa una distribucidon discreta, llamada histograma para representar
este listado. Para ello vamos a escoger un intervalol =AA y vamos a sumar las
frecuencias que aparecen dentro del intervalo de la variable A,. Si se encuentran 20
estudiantes con alturas entre 145 cm < A < 150 cm, tendremos una barra de ancho 5 cm
que empieza en 145 y termina en 150 en abscisa y su alto seré la frecuencia normalizada
es decir el numero de estudiantes con alturas en ese intervalo que divide N=500.
Seguimos para la préxima barra contando el nimero de estudiantes con alturas 150 cm <
A < 155 cm, y asi sucesivamente hasta tener las k barras que describiran las medidas.
Como el histograma estd formado por k rectangulos de ancho igual al intervalo AA
escogido, y de largo la frecuencia normalizada de estudiantes con alturas dentro del
intervalo que empieza en la altura Ai; hasta Ai=Ai.1+AA, el area, S, de este Histograma de
Barras sera igual a 1.

K Kin AA&
S=2(A-A)NA)=AAY S ="20 0 =AA (10)
i=1 i=1

i=1

A partir de un histograma de barras se puede calcular el valor promedio de la variable
representada en la abscisa (en este caso la altura promedio, <A>) y la varianza, o, de
cada medida:

<A>= %inici = Zk:f (n,C, (11)

En donde C; es el valor de la variable x, graficada en abscisa en el centro de cada
intervalo.

=A< AZ>—< A>? (12)

Los resultados en este caso estan representados en la Tabla | en la cual se ha
determinado la frecuencia de aparicién de las alturas para diferentes valores del intervalo
escogido, a saber, 12 cm, 6 cm, 4 cm y 3 cm, respectivamente. En la Figura 2 (a), (b), (c)
y (d) hemos graficado en forma de histogramas estos resultados para cada valor del
intervalo AA escogido. Los valores de <A>y de o calculados aplicando las ecuaciones
(11) y (12) también se muestran en cada histograma..
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Tabla I. Resultados de las mediciones de las alturas de estudiantes (varones) de ler afo
de la Universidad, Muestra : N=500

=12 cm |Frecuencial] |=6 cm |Frecuencial | =4 cm |Frecuencia] I=3cm |Frecuencia
140<A<152 33 140<A<146 7 140<A<144 3 140<A<143 2
152<A<164 154 146<A<152 26 144<A<148 10 143<A<146 5
164<A<176 221 152<A<158 55 148<A<152 20 146<A<149 8
176<A<188 86 158<A<164 99 152<A<156 28 149<A<152 18
188<A<200 6 164<A<170 115 156<A<160 57 152<A<155 20
170<A<176 106 640<A<164 69 155<A<158 35
176<A<182 66 164<A<168 77 158<A<161 42
182<A<188 20 168<A<172 84 161<A<164 57
188<A<194 3 172<A<176 60 164<A<167 61
194<A<200 3 176<A<180 47 167<A<170 54
180<A<184 30 170<A<173 69
184<A<188 9 173<A<176 37
188<A<192 3 176<A<179 35
192<A<196 1 179<A<182 31
196<A<200 2 182<A<185 14
185<A<188 6
188<A<191 3
191<A<194 0
194<A<196 1
197<A<200 2

Ejemplo 1: Célculo del promedio y la varianza a partir de un histograma.

Para el intervalo | = 12 cm

k
<A>= %Zniq = %(146><33+158x154+170x 221+182x86+194x6)=167.1cm
i=1

El calculo de <A> se realiza en forma similar y la varianza da como resultado aplicando la

ecuacion (12) o =

histograma es:

<A>+TA<A> = <A>J_ri

N

=(167.1£0.5) cm.

10.3 cm. La altura promedio con su error absoluto para el primer

Al detallar la Figura 2 se daran cuenta que la varianza varia de acuerdo al ancho del
intervalo y va decreciendo suavemente a medida que éste disminuye. El valor promedio
también varia levemente pero al redondear a 4 cifras esta variacion no se percibe.
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Figura 2.- Histogramas representativos de la distribucion de alturas de una poblacion de
estudiantes (varones) de ler afio de la Universidad escogiendo intervalos de distintos
anchos para la construccion del histograma. La linea soélida representa la distribucion
Gaussiana generada con los pardmetros deducidos de cada histograma.

Distribuciones

En el ejemplo anterior (ver Figura 2) se observa que la curva envolvente del histograma
puede en este caso asemejarse a una curva con forma de campana. Entonces podemos
afirmar que esta curva representa la distribucion de las frecuencias normalizadas definidas
en la ecuacion (9). Si disponemos de una serie grande de medidas idénticas, o eventos
similares, estos eventos pueden estar representados por lo que Illamaremos una
distribucion con un perfil definido.
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Otro tipo de distribucion seria una distribucion uniforme donde cualquier valor de la
variable es igualmente probable dentro de un intervalo dado, y el perfil de esta distribucién
seria una caja. Un ejemplo de esto resultaria de generar con su computador 1000 puntos
con coordenadas X, y, que sean numeros aleatorios uniformemente distribuidos entre 0 y
1. Si representamos estos puntos en el plano XY, el resultado seria similar al gréafico
representado en la Figura 3 en la cual se observa claramente la distribucion uniforme de
las coordenadas x e y de todos los puntos en el intervalo [0,1].
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Fig.3.- Dispersion de 1000 puntos de coordenadas (X,y) en la cual x e y son variables al
azar uniformemente distribuidas en el intervalo (0,1). En el grafico de la derecha se
muestra la distribucion uniforme normalizada tanto para x como para y

En un experimento en el cual_repetimos en forma idéntica la misma medicion un nimero
grande de veces el histograma tiende a tomar una forma sencilla y bien definida que se
hace muy clara cuando N es grande. A medida que disponemos de mas repeticiones una
curva en forma de campana se empieza a dibujar como envolvente del histograma como
ocurre en el caso de la medicion de alturas. Esta envolvente describe tanto mejor el centro
de las barras del histograma cuando N aumenta. La distribucion continua que describe la
curva que mejor envuelve al histograma la llamaremos f(x). La probabilidad de que
cualquier medida de la variable x caiga dentro del intervalo x y x + dx es f(x) dx, area que
estd sombreada en la Figura 4.. Si en ordenada hemos graficado las frecuencias
normalizadas entonces, el area bajo la curva que hemos trazado sera

~+00
I_w f(x)dx =1 (13)
En la Figura 4 hemos graficado dos distribuciones f(x): la distribucion representada en la
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Figura 4 (a) es asimétrica y en la Figura 4 (b) la distribucion es simétrica con respecto al
valor del maximo. Eso quiere decir que al dividir la curva en 2 partes por una vertical que
pase por el maximo de la distribucion, el area de la parte izquierda es igual al area de la
parte derecha si la curva es simétrica.
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Fig. 4 Distribuciones de probabilidad: (a) asimétrica, (b) simétrica.

En una distribucion se pueden definir varias cantidades adicionales que permiten
caracterizar la forma de la distribucion, como son:

El promedio 0 media de la variable medida, <x>, también llamado el valor esperado de la
variable x, y esta definido por

<X >= j: xf (X) (14)
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El valor mas probable: es el valor de la variable x que ocurre con mayor probabilidad, y
corresponde al méximo de la distribucién. Se escribe como x.

La mediana, Xm O Xos, €S el valor de la variable para la cual el area bajo la curva es la
misma a la izquierda y a la derecha de este valor (ver figura 4) y se puede calcular
resolviendo la ecuacion siguiente.:

[ f(x)dx = [ “feqdx =05 (15)

En el caso de la distribucién simétrica como la de la Figura 4 (b) estas tres cantidades
coinciden:

<X >= X, = Xy (16)
Distribucién de Gauss, o Distribucién Normal

Es la mas frecuentemente encontrada en los resultados de medidas de un mismo
pardmetro con errores sistematicos despreciables y con errores al azar pequefios. Esta
distribucién también se llama normal.

Si la curva esta normalizada , es decir si el &rea bajo la curva es igual a 1, la ecuaciéon P(x)
que describe esta distribucion sera

s I

Si la curva no esta normalizada y se conoce el area bajo la curva, entonces, la funcién se
escribe:

f(x)= —A,z_r;; exr{——(x _212( >)T (18)

Si sélo se conoce el alto del maximo de la curva, H, la ecuacion de la Gaussiana sera:

f(x)=H exp[-(x_;—éﬂz] (19)

(o}

Es decir que solo conociendo <x>y o podemos trazar la curva de area 1, o inversamente
con la distribucion experimental podemos calcular el oy <x> suponiendo la distribucion
Gaussiana.

Como ejemplo, si volvemos a los histogramas que representan las alturas de los

estudiantes (varones) de ler afio, mostrados en la Figura 2, las curvas continuas que se
graficaron son distribuciones Gaussianas generadas a partir de la ecuacion (18) en la cual
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hemos introducido los parametros encontrados <A>, o y el area del histograma calculada
sumando las areas de los rectangulos. Cabe notar que esta area varia con el ancho
escogido para los intervalos. En la Figura 2 se observa que las lineas continuas definen la
misma area que los histogramas correspondientes, y el mejor ajuste es el presentado en la
Figura 2 (b) en la cual el intervalo fue de 6 cm. Escogimos este ajuste porque se observa
gue el maximo de la Gaussiana coincide con la barra que representa la mayor frecuencia,
es decir que el valor m&s probable coincide con el valor medio.

En la Figura 5 hemos representado distribuciones Gaussianas de &rea 1, que resultarian
de las medidas idénticas de alguna magnitud fisica como por ejemplo la energia de una
particula.

4 | |
ﬂ Curva (2)

3
2
5
o 2

1

Curva (3) Curva (1)
O \
0 1 2 3 4 5 6

Energia (J)

Fig. 5 : Distribuciones Gaussianas: Curva (1) <x>=4.0J,y o0=0.4J.; Curva (2) <x>=
40J,y 0=0.1J; .Curva(3)<x>=2.0J,y 0=04J.

La distribucién que corresponde a una menor dispersion de los resultados es la curva (2)
gue es la que tiene menor varianza. Se pueden demostrar varias propiedades de esta
distribucion:

La varianza o es el error de una medida, y la expresion (17) implica que un porcentaje de
68.27% de las medidas efectuadas van a caer dentro de <x> + o. Es decir que si el
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promedio de una medida de velocidad que repetimos 10000 veces es 546 m/s y la
varianza es 8 m/s, 3173 medidas van a estar entre 538 m/s y 554 m/s. Entre <x> =+
20 tendremos 95.45% de los resultados y entre <x> + 30 caeran 99.73% de los
resultados. Estos nimeros son validos para cualquier distribucion Gaussiana.

ACTIVIDADES A REALIZAR

A. PROBABILIDAD: Lanzamiento de una moneda

Se determinard la probabilidad de sacar CARA con una moneda de Bs. 1 y cOmo ésta
varia a medida que aumenta el nimero de lanzamientos. Para ello van a lanzar una
moneda y tabulardn los nimeros de veces que van a conseguir CARA después de N
intentos para comprobar que el esperado nimero de % para P(cara) no es tan inmediato
de encontrar. Es solo cuando N tiende a infinito que nos acercaremos a lo que nuestra
intuicion nos dicta.

P(n)=lm,__ n/N (20)

Al. Realice por lo menos 200 lanzamientos por Equipo. Se tabularan los resultados en
una tabla de EXCEL en la cual figure una columna con el nimero del lanzamiento (de
1 a 200) y una segunda columna en la cual se escribira para cada fila, 1 sies cara o
0 si es sello.

A2. En la tercera columna de su tabla sume el nimero de lanzamientos favorables hasta
ese momento, n;. Por ejemplo si estamos en el lanzamiento 52, y hasta ese momento
ha habido 24 caras en la fila correspondiente a la tercera columna colocaremos 24 y
asi sucesivamente. En la cuarta columna calcule la frecuencia normalizada de
eventos favorables a medida que el nimero de lanzamientos aumenta, dividiendo los
valores de la tercera columna por el nimero de lanzamientos realizados hasta ese
momento, N;, numero que figura en la primera columna.

fai(Cara) = n; (CARA)/N; (21)

A3. Grafique la frecuencia normalizada de obtencion del evento favorable (CARA) en
funcién del nimero de lanzamientos realizados. Pruebe hacer el grafico en EXCEL
con escalas lineales y con escalas semi-logaritmica. De esta figura deduzca la

probabilidad de que la moneda caiga por el lado de la CARA cuando el nimero de
lanzamientos se hace grande.

B.- Histogramas: Prueba de conocimientos paraingreso ala universidad
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B1.

B2.

B3.

B4.

B5.

En el escritorio de su computador aparece una carpeta Documentos Estudiantes
en la cual hay un archivo de EXCEL: Histogramalngreso20xx.XLS (donde 20xx es
el afio). Abranlo y encontrara la tabla de las notas obtenidas en una prueba de
conocimientos para el ingreso a las universidades de un pais dado. SALVE EL
ARCHIVO con su nombre en la carpeta Mis Documentos utilizando la opcién
“Guardar como”.

Como usted vera en la primera columna estan las notas ordenadas de mayor a
menor, siendo la nota maxima 90. EIl nidmero de estudiantes que han obtenido
notas en intervalos sucesivos de 0,5 figura en la segunda columna. Por ejemplo en
la fila correspondiente a una nota de 80, el valor en la segunda columna corresponde
al numero de estudiantes que obtuvieron notas entre 79,5 < nota < 80,0.

Ahora debera Ud. crear una tabla de 9 filas X 3 columnas correspondientes a un
intervalo de notas de 10 puntos. En la primera columna indicaran el intervalo de
notas, por ejemplo (0 a 10,0), (10,5 a 20,0), y asi sucesivamente hasta (80,5 a 90,0).
En la segunda columna el valor central del intervalo correspondiente ( 5, 10, 15....) y
en la tercera el niumero de estudiantes que obtuvieron nota en ese intervalo.

Grafique el histograma correspondiente a la tabla que acaba de hacer, utilizando la
opcién de diagrama de puntos (XY Dispersién). Nota: No use para las abscisas ni el
valor inicial ni el valor final del intervalo sino el valor central.

Calcule a partir de la tabla que Ud. construyé la nota promedio, <Nota>, y su
varianza, o, siguiendo el procedimiento descrito en el Ejemplo 1, paginas 5y 6 de
esta guia, ecuaciones (11) y (12). Nota importante: NO USE las funciones
PROMEDIO y DESVESTP de EXCEL que no funcionan cuando la data esta tabulada
por intervalos.

Como Ud. habra observado en su gréafica la distribucion obtenida tiene una forma
que se acerca a la de una campana y vamos a dibujar la Gaussiana que describe
estos datos.

Generemos primero una columna del 0 al 90 de uno en uno, gque servira de abscisa a
la Gaussiana que vamos a generar. Con los valores calculados de <Nota> y o,
generamos la Gaussiana de la forma siguiente: Si por ejemplo, la columna de las
abscisas es la C y el primer valor, 0, esta en la fila 1, marque la celda D1, y ejecute la
funcién de EXCEL: DISTR.NORM( x; <Nota>; o; FALSO), tomando para x el valor de
la celda C1 y escribiendo los valores numéricos (con tres decimales) del promedio y
de la varianza que Ud. calculé. Una vez obtenido el valor de la Gaussiana para la
celda D1, repliquela hasta la fila que contiene el valor de 90. Asi tendrd Ud. las
ordenadas correspondientes a la Gaussiana para todos los valores de las abscisas
que Ud. tabul6. La funcién DISTR.NORM ejecuta la ecuaciéon (14) cuya area es 1.
Por consiguiente Ud. debera multiplicar la columna generada por esta funcion, en
nuestro ejemplo la columna D, por el valor del area del histograma calculado de la
manera siguiente:
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k
Area = Z(l ntervalo) x (N° de estudiantes). = (Intervalo) x (N° Total de estudiantes)
i=1

donde k es el numero de intervalos.

B6. El ultimo paso es ahora graficar esta distribucion normal sobre el histograma
correspondiente para ver cuanto se acerca al histograma esta distribucion continua.

B7. Repitatodo este proceso para un intervalo de ancho 5. Ahora tendra que llenar una
tabla de 3 columnas X 18 filas. Concluya sobre cual de estas simulaciones les
resume mejor los resultados del examen de admision.

C. Medicion de la duracion de un pulso luminoso y estudio de la
distribucion de los resultados.

El objetivo de esta parte es verificar que la repeticion de la medicion de una cantidad fisica
si se hace un numero grande de veces y si los errores involucrados son casuales la
distribucion de los resultados sigue un perfil Gaussiano.

C1. Con el cronémetro digital mida Ud. al menos 100 veces la duracién de un pulso
luminoso del estroboscopio. Haga una tabla de EXCEL y ordene los resultados de menor a
mayor. Escoja Ud el intervalo de tiempo para trazar el histograma. Recuerde que si por
ejemplo escoge 0, 4 s, entonces debera contar el nUmero de pulsos que aparecen entre
tmin< T < tmint+At, y escribir los resultados en una columna adyacente.

C2. Ahora vamos a repetir lo que se hizo en los pasos B3, B4, B5 y B6. Asi
obtendremos el histograma (como un diagrama de puntos) y una curva continua que debe
aproximar este histograma a una Gaussiana.

NO OLVIDE ANTES DE IRSE DE BORRAR SUS ARCHIVOS Y DE VACIAR LA
PAPELERA

Nota: En el Aula Virtual encontraran el archivo para la actividad B por si no terminan en
clase las actividades programadas.
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